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Аннотация. Рассматриваются линейные дифференциальные уравнения высшего поряд-
ка с постоянными коэффициентами в банаховых алгебрах (это есть прямое обобщение
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1. Однородные уравнения

В комплексной банаховой алгебре B [1] рассмотрим линейное однородное дифферен-
циальное уравнение n -го порядка

a0x
(n) + a1x

(n−1) + ...+ an−1ẋ + anx = 0, (1.1)

где a0, a1, ..., an−1, an из B, причем a0 обратим. Такие уравнения возникают при изучении
векторно-матричных дифференциальных уравнений [2] или дифференциальных уравне-
ний высшего порядка в банаховых пространствах с ограниченными операторными коэф-
фициентами [3]. Можно показать, что при любых c1, c2, ..., cn−1, cn из B уравнение (1.1)
имеет единственное решение, удовлетворяющее начальным условиям

x(0) = c1, ẋ(0) = c2, . . . , x(n−2)(0) = cn−1, x(n−1)(0) = cn,

и это решение определено при всех t ∈ R.
Поставим в соответствие уравнению (1.1) скалярный характеристический многочлен

ln(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an−1λ+ an, ln : C→ B. (1.2)

Здесь и в дальнейшем скалярные (числовые) величины набираются обычным шриф-
том, а элементы банаховой алгебры — полужирным.

О п р е д е л е н и е 1.1. Те λ ∈ C, для которых многочлен (1.2) обратим, образу-
ют непустое неограниченное открытое множество R ⊆ C; оно называется резольвентным
множеством, а возникающая при этом функция rn(λ) = l−1n (λ), rn : R→ B — резольвен-
той n -го порядка [4].

О п р е д е л е н и е 1.2. Дополнение S = C \ R является непустым, ограниченным,
замкнутым множеством и называется спектром многочлена.

Если по методу Эйлера искать решение уравнения (1.1) в виде exp(tΛ), где Λ ∈ B, то
мы приходим к уравнению

ln(Λ) = a0Λ
n + a1Λ

n−1 + ...+ an−1Λ + an = 0. (1.3)

Отметим, что здесь ln : B→ B.

О п р е д е л е н и е 1.3. Уравнение (1.3) называется характеристическим уравнени-
ем.

2. Теорема Сильвестра

Теорема 2.1. Спектр любого корня Λ уравнения (1.3) содержится в спектре ска-
лярного характеристического многочлена

S(Λ) ⊆ S. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем для коммутативного случая.
Пусть Λ ∈ B корень уравнения (1.3) и µ из резольвентного множества R. Выпишем

ln(Λ)− ln(µ) =
n∑
j=0

an−jΛ
j −

n∑
j=0

an−jµ
j =

n∑
j=0

an−j(Λ
j − µj).
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Так как Λ и µ коммутируют, то

ln(Λ)− ln(µ) =
n∑
j=1

an−j(Λ
j − µj) =

n∑
j=1

an−j(Λ
j−1 + Λj−2µ+ ...+ Λµn−2 + µn−1)(Λ− µ).

Поскольку левая часть является обратимой, ибо ln(Λ) = 0, а µ ∈ R, то элемент (Λ− µ)

обратим, и значит, R ⊆ R(Λ) (в коммутативном случае из обратимости произведения
вытекает обратимость его сомножителей). Поэтому S(Λ) ⊆ S, и включение (2.1) установ-
лено. Здесь S(Λ) — это спектр элемента Λ, а R(Λ) = C \ S(Λ).

Доказательство теоремы в общем случае сопряжено с некоторыми дополнительными
трудностями и будет опубликовано позже. Для матричного уравнения теорема 2.1 была
доказана Сильвестром.

3. Тождество Гильберта

Пусть λ, µ ∈ R. Так как

rn(λ)− rn(µ) = rn(λ){r−1n (µ)− r−1n (λ)}rn(µ)

= rn(λ)

{
n∑
j=0

an−jµ
j −

n∑
j=0

an−jλ
j

}
rn(µ) = rn(λ)

{
n∑
j=0

an−j(µ
j − λj)

}
rn(µ)

= rn(λ)

{
n∑
j=1

an−j(µ− λ)(µj−1 + µj−2λ+ ...+ µλj−2 + λj−1)

}
rn(µ),

то

rn(λ)− rn(µ) = (µ− λ)rn(λ)
n∑
j=1

an−j(µ
j−1 + µj−2λ+ ...+ µλj−2 + λj−1)rn(µ). (3.1)

При n = 1 соотношение (3.1) хорошо известно и называется тождеством Гильберта [5];
мы сохраним за ним это название и в случае произвольного n.

Из (3.1) вытекает, что резольвента rn(λ) является на R аналитической функцией,
причем, она представляет собой решение нелинейного дифференциального уравнения типа
Риккати

r′n(λ) = −rn(λ)

(
n∑
j=1

an−jjλ
j−1

)
rn(λ) (λ ∈ R).

4. Функция Коши

О п р е д е л е н и е 4.1. Решение k(t) : R → B уравнения (1.1), удовлетворяющее
начальным условиям

k(0) = 0, k̇(0) = 0, . . . , k(n−2)(0) = 0, k(n−1)(0) = a−10 , (4.1)

называется функцией Коши.
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Приведем различные формулы этого решения. Прежде всего отметим, что имеет место
формула разложения в степенной ряд

(a0 + a1µ+ ...+ an−1µ
n−1 + anµ

n)−1 =
∞∑
k=0

ckµ
k (|µ| < ρ), (4.2)

где ρ (0 < ρ <∞) радиус сходимости написанного степенного ряда. При µ = 0 мы полу-
чаем, что c0 = a−10 . Приведем формулу для остальных коэффициентов этого разложения.

ck =
∞∑
p=1

∑
1 ≤ i1 ≤ n, ..., 1 ≤ ip ≤ n,

k1 ≥ 0, ..., kp ≥ 0,

i1k1 + ... + ipkp = k

(−1)k1+...+kp(a−10 ai1)
k1 ...(a−10 aip)kpa−10 . (4.3)

Здесь порядок сомножителей весьма важен (среди чисел i1, ..., ip могут быть повторяю-
щиеся). Имеем

c1 = −a−10 a1a
−1
0 , c2 = (a−10 a1)

2a−10 − a−10 a2a
−1
0 .

Если банахова алгебра B является коммутативной, то формула (4.3) принимает более
прозрачный вид

ck =
∑

0 ≤ k1, ..., 0 ≤ kn,

1k1 + ... + nkn = k

(−1)k1+...+kn
(k1 + ...+ kn)!

k1!...kn!
(a−10 a1)

k1 ...(a−10 an)kna−10 .

Важность разложения (4.2) заключается в том, что оно позволяет написать разложение
для резольвенты n -го порядка в ряд по обратным степеням параметра λ .

rn(λ) = (a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an)−1 = λ−n(a0 + a1µ+ ...+ anµ
n)−1

= λ−n
∞∑
k=0

ckµ
k =

∞∑
k=0

ckλ
−(n+k).

Мы считаем, что λ 6= 0 и µ = 1/λ. Поэтому

rn(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
−(n+k) (|λ| > 1/ρ). (4.4)

Нетрудно убедиться в том, что функция Коши допускает представление в виде степен-
ного ряда

k(t) =
∞∑
k=0

ck
tn+k−1

(n+ k − 1)!
(−∞ < t < +∞).

Начальные условия (4.1) выполнены очевидным образом, а для проверки того, что k(t)

удовлетворяет (1.1), нужно использовать соотношения:

p∑
j=0

ajcp−j = 0 (p = 0, 1, ...)
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(считая, что aj = 0 при p > n ), которые вытекают из тождества в силу (4.2)

1 = (a0 + a1µ+ ...+ anµ
n)
∞∑
k=0

akµ
k (|µ| < ρ).

Функция Коши может быть представлена в виде контурного интеграла

k(t) =
1

2πi

∫
∂σ

etλrn(λ)dλ. (4.5)

Здесь контур ∂σ лежит в некотором открытом множестве, целиком содержащимся в ре-
зольвентном множестве R и окружающим спектр S скалярного характеристического
многочлена ln(λ) [1].

Проверим справедливость формулы (4.5). Так как

k(j)(t) =
1

2πi

∫
∂σ

etλλjrn(λ)dλ (0 ≤ j ≤ n),

то
n∑
j=0

an−jk
(j)(t) =

1

2πi

∫
∂σ

etλln(λ)rn(λ)dλ =
1

2πi

∫
∂σ

etλ1dλ = 0,

и k(t) является решением дифференциального уравнения (1.1). Так как

k(j)(0) =
1

2πi

∫
∂σ

λjrn(λ)dλ (0 ≤ j ≤ n− 1),

то согласно формуле (4.4) для резольвенты n -го порядка выполнены начальные усло-
вия (4.1) (мы воспользовались тем, что

1

2πi

∫
∂σ

λj−ndλ =

{
0 при 0 ≤ j ≤ n− 2,

1 при j = n− 1,

если контур ∂σ окружает 0).
В простейшем случае, когда в роли банаховой алгебры B выступает поле C, форму-

ла (4.5) принимает вид

k(t) =
1

2πi

∫
∂σ

etλ

a0λn + a1λn−1 + ...+ an−1λ+ an
dλ. (4.6)

Пусть λ1, λ2, ..., λn корни характеристического уравнения (1.3), которые по предполо-
жению попарно различные. Тогда формула (4.6) принимает вид

k(t) =
1

a0

1

2πi

∫
∂σ

etλ

(λ− λ1)...(λ− λn)
dλ

=
1

a0

n∑
j=1

etλj

(λj − λ1)...(λj − λj−1)(λj − λj+1)...(λj − λn)
.
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Последняя сумма представляет собой разделенную разность порядка (n−1), построенную
для функции exp(tλ) по узлам λ1, λ2, ..., λn [6].

Вернемся к общему случаю. Пусть Λ1,Λ2, ...,Λn попарно различные корни характери-
стического уравнения (1.3), причем разности (Λj−Λk) обратимы при j 6= k. Предполагая,
что банахова алгебра B коммутативна, приведем еще одну формулу для функции Коши

k(t) = a−10

n∑
j=1

etΛj

∏
k 6= j,

1 ≤ k ≤ n

(Λj −Λk)
−1.

5. Неоднородные уравнения

В комплексной банаховой алгебре B рассмотрим линейное неоднородное дифференци-
альное уравнение n -го порядка

a0x
(n) + a1x

(n−1) + ...+ an−1ẋ + anx = f(t) (5.1)

при прежних предположениях относительно коэффициентов, где f(t) : R→ B есть непре-
рывная ограниченная функция; последнее означает, что

||f(t)|| ≤ c, −∞ < t < +∞.

Можно показать, что уравнение (5.1) при любых начальных условиях

x(0) = c1, ẋ(0) = c2, . . . , x(n−2)(0) = cn−1, x(n−1)(0) = cn,

имеет единственное решение, и это решение определено при всех t. Нас интересуют усло-
вия, при выполнении которых уравнение (5.1) при любой непрерывной ограниченной
функции f(t) имеет единственное ограниченное решение x(t). В этом случае согласно
лемме Эсклангона [7] все производные x(j)(t) вплоть до n -го порядка включительно бу-
дут ограниченными.

6. Нерезонансное условие и частотные постоянные

О п р е д е л е н и е 6.1. Мы скажем, что выполнено нерезонансное условие, если
ln(iθ) обратим при всех вещественных θ (−∞ < θ < +∞), т. е. спектр S скалярно-
го характеристического многочлена ln(λ) не пересекается с мнимой осью

S
⋂

iR = ∅. (6.1)

О п р е д е л е н и е 6.2. При выполнении нерезонансного условия резольвента n -
го порядка rn(iθ) определяется при всех θ (−∞ < θ < +∞) и называется частотной
характеристикой.

В силу формулы (4.4) имеем

||rn(iθ)|| ≤
∞∑
k=0

||ck|||θ|−(n+k)
(
|θ| > 1

ρ

)
.

Мы видим, что
||rn(iθ)|| = O(|θ|−n). (6.2)
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О п р е д е л е н и е 6.3. Введем частотные постоянные, положив σj = max
−∞<θ<+∞

||(iθ)jrn(iθ)||, 0 ≤ j ≤ n− 1,

σn = sup
−∞<θ<+∞

||(iθ)nrn(iθ)||, j = n.
(6.3)

О п р е д е л е н и е 6.4. Функция (iθ)jrn(iθ) : R → B называется j -й частотной
характеристикой (0 ≤ j ≤ n) .

Из формулы (6.3) вытекает, что

||(iθ)jrn(iθ)|| ≤ σj (−∞ < θ < +∞, 0 ≤ j ≤ n), (6.4)

причем выписанные константы являются наилучшими.
Последовательность положительных частотных постоянных является логарифмически

выпуклой, т. е.
σ2
j ≤ σj−1 · σj+1 (1 ≤ j ≤ n− 1). (6.5)

Действительно, так как в силу (6.4)

||(iθ)jrn(iθ)||2 = ||(iθ)j−1rn(iθ)|| · ||(iθ)j+1rn(iθ)|| ≤ σj−1 · σj+1,

то переходя к максимуму по θ в левой части этой оценки, получаем неравенство (6.5).
Роль нерезонансного условия демонстрирует приводимая ниже теорема.

Теорема 6.1. Для того, чтобы уравнение (5.1) при любой непрерывной ограниченной
функции f(t) имело единственное ограниченное решение x(t), необходимо и достаточно
чтобы выполнялось нерезонансное условие (6.1).

7. Ограниченная функция Грина и интегральные постоянные

О п р е д е л е н и е 7.1. Функция g(t) : R → B называется функцией Грина задачи
об ограниченных решениях для уравнения (5.1), если она позволяет записывать един-
ственное ограниченное решение этого уравнения в виде

x(t) =

+∞∫
−∞

g(t− s)f(s)ds.

Известно, что g(t) : R→ B является ограниченной функцией Грина в том и только в
том случае, если выполнены условия (см., например, [2]):

1) при t 6= 0 она является решением однородного дифференциального уравнения n -го
порядка

a0g
(n) + a1g

(n−1) + . . .+ an−1ġ + ang = 0;

2) производные g(t), ġ(t), ...,g(n−2)(t) непрерывны в нуле, а производная g(n−1)(t) тер-
пит разрыв

g(j)(+0)− g(j)(−0) = 0, 0 ≤ j ≤ n− 2;

g(n−1)(+0)− g(n−1)(−0) = a−10 ;

3) существуют такие постоянные M > 0 и γ > 0 , что справедливы оценки

‖g(j)(t)‖ ≤Me−γ|t|, −∞ < t < +∞, 0 ≤ j ≤ n. (7.1)
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С помощью ограниченной функции Грина ограниченное решение уравнения (5.1) и его
производные допускают представление в виде несобственных интегралов типа свертки

x(j)(t) =
+∞∫
−∞

g(j)(t− s)f(s)ds, 0 ≤ j ≤ n− 1;

x(n)(t) = a−10 f(t) +
+∞∫
−∞

g(n)(t− s)f(s)ds.

(7.2)

Оценки (7.1) говорят о том, что все написанные интегралы абсолютно сходятся.

О п р е д е л е н и е 7.2. Введем интегральные постоянные, положив
æj =

+∞∫
−∞
||g(j)(t)||(t)ds, 0 ≤ j ≤ n− 1;

æn = ||a−10 ||+
+∞∫
−∞
||g(n)(t)||dt.

Значение интегральных постоянных заключается в том, что они позволяют оценивать
норму ограниченного решения и его производных

‖x(j)‖C ≤ æj||f ||C , 0 ≤ j ≤ n. (7.3)

Пусть 0 ≤ j ≤ n− 1. Тогда согласно (7.2) имеем

||x(j)(t)|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

g(j)(t− s)f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

+∞∫
−∞

||g(j)(t− s)||||f(s)||ds

≤
+∞∫
−∞

||g(j)(t− s)||ds||f ||C = æj||f ||C .

Мы воспользовались тем, что

+∞∫
−∞

||g(j)(t− s)||ds =

∣∣∣∣ t− s = σ

−ds = dσ

∣∣∣∣ =

−∞∫
+∞

||g(j)(σ)||(−dσ) =

+∞∫
−∞

||g(j)(σ)||dσ = æj.

Оценка (7.3) при 0 ≤ j ≤ n− 1 установлена.
При j = n согласно (7.2) имеем

||x(n)(t)|| = ||a−10 f(t) +

+∞∫
−∞

g(n)(t− s)f(s)ds||

≤ ||a−10 f(t)||+
+∞∫
−∞

||g(n)(t− s)||||f(s)||ds ≤ ||a−10 ||||f ||C +

+∞∫
−∞

||g(n)(t− s)||ds||f ||C

=

||a−10 ||+
+∞∫
−∞

||g(n)(t− s)||ds

 ||f ||C .
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Оценка (7.3) установлена при j = n.

Для ограниченной функции Грина можно дать представление в виде контурного ин-
теграла [8]

g(t) =


1

2πi

∫
∂σ−

etλrn(λ)dλ, t > 0,

− 1
2πi

∫
∂σ+

etλrn(λ)dλ, t < 0.
(7.4)

Здесь ∂σ−(∂σ+) есть контур, лежащий в левой (правой) открытой полуплоскости в ре-
зольвентном множестве R и окружающий часть спектра многочлена ln(λ), лежащую в
открытой левой (правой) полуплоскости. Если многочлен ln(λ) гурвицев, т. е. весь его
спектр лежит в открытой левой полуплоскости, то интеграл во второй строке форму-
лы (7.4) должен быть заменен нулем. Аналогично поступаем, если спектр лежит в откры-
той правой полуплоскости.

8. Сравнение частотных и интегральных постоянных

Теорема 8.1. Справедлива формула

σj ≤ æj, 0 ≤ j ≤ n. (8.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В основе доказательства лежат формулы

(iθ)jrn(iθ) =
+∞∫
−∞

g(j)(t)e−iθtdt, 0 ≤ j ≤ n− 1,

(iθ)nrn(iθ) = a−10 +
+∞∫
−∞

g(n)(t)e−iθtdt, j = n,

(8.2)

означающие, что преобразование Фурье j -й производной ограниченной функции Грина
совпадает с j -й частотной характеристикой.

Пусть 0 ≤ j ≤ n− 1. Тогда согласно первой строке формулы (8.2) имеем

||(iθ)jrn(iθ)|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

g(j)(t)e−iθtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

+∞∫
−∞

||g(j)(t)||dt = æj.

Переходя к максимуму в левой части неравенства, получаем

σj ≤ æj, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Пусть j = n. Тогда согласно второй строке формулы (8.2) имеем

||(iθ)nrn(iθ)|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a−10 +

+∞∫
−∞

g(n)(t)e−iθtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ ||a−10 ||+

+∞∫
−∞

||g(n)(t)||dt = æn.

Переходя к супремуму в левой части неравенства, получаем

σn ≤ æn.
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Формула (8.2) при j = 0 принимает вид

rn(iθ) =

+∞∫
−∞

g(t)e−iθtdt. (8.3)

Эта формула легко устанавливается. Она означает, что преобразование Фурье ограничен-
ной функции Грина совпадает с частотной характеристикой. Поэтому сама ограниченная
функция Грина в свою очередь является обратным преобразованием Фурье [9]

g(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

rn(iθ)eitθdθ.

В силу написанной выше оценки (6.2) для резольвенты n -го все написанные оценки для
интегралов сходятся при n ≥ 2. Из (8.3) интегрированием по частям (при θ 6= 0 ) получаем

rn(iθ) =

+∞∫
−∞

g(t)e−iθtdt =

+∞∫
−∞

g(t)d

(
e−iθt

−iθ

)

= g(t)
e−iθt

−iθ
∣∣+∞
−∞ −

+∞∫
−∞

ġ(t)
e−iθt

−iθ
dt = 0 +

+∞∫
−∞

ġn(t)
e−iθt

iθ
dt.

Поэтому

(iθ)rn(iθ) =

+∞∫
−∞

ġ(t)e−iθtdt.

Повторяя высказанные выше рассуждения, получаем, что j -я производная ограниченной
функции Грина является обратным преобразованием Фурье j -й частотной характеристи-
ки

g(j)(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

rn(iθ)(itθ)jeitθdθ, 0 ≤ j ≤ n− 1,

с гарантией это верно при 0 ≤ j ≤ n− 2.

Для конечномерной банаховой алгебры B оценки (8.1) могут быть уточнены, а имен-
но (см. [2]):

σ0 ≤ æ0 и σj < æj, 1 ≤ j ≤ n.

Мы ввели интегральные постоянные æj и показали как они участвуют в оценке ограни-
ченного решения и его производных (7.3). Теперь посмотрим, как в аналогичной ситуации
используются частотные постоянные σj.

Рассмотрим почти периодическую функцию f(t) с абсолютно сходящимся рядом Фу-
рье

f(t) ∼
∑
j

fje
iθjt

( fj из банаховой алгебры B ). Если ввести норму

f =
∑
k

||fk||,
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то получим банахово пространство P. В описываемой нами ситуации уравнение (5.1) име-
ет единственное почти периодическое решение x(t), и ряд Фурье этого решения абсолютно
сходится

x(t) =
∑
k

xke
iθkt, xk = r(iθk)fk,

поэтому
||x|| ≤ σ0 f .

Аналогично, так как
x(j)(t) =

∑
k

xke
iθkt(iθk)

j,

то
x(j) =

∑
k

||xk(iθk)j =
∑
k

||rn(iθk)(iθk)
jfk||

≤
∑
k

||rn(iθk)(iθk)
j||||fk|| ≤ σj f , где 1 ≤ j ≤ n.
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